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Предложен йетод реконструкции течений сред сложной структуры на основе двулучепреломления света и эффекта Фарадея;

в качестве исходной информации Использованы значения параметров поляризованного света, прошедшего через изучаемое

течение; пр ёныизйёренияi-омёграфичёским етодом при наличии и при отсутствии магнитного поля; в алгоритме ре

конструкции поля использовано обращение эка-юненциального преобразования Радона мнимого параметра.
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ВВЕДЕНИЕ

Для изучения. пластических течений и деформаций вязких потоков в эксперимек-газiьной механике ин

тенсивно используются методы фотоупругости [1]. Как правило, они применяются для визуализации и

определения качественного поведения течений [2]. Количественные методы исследования трёхмерных

потоков основьтваются на томографические принципах и, в основном, ограничиваются осесимметрич

ными случаями [3, 4]. Поле скоростей — векторное поле, его можно в плоскости просвечивания разло

жить на потенциальную и вихревую составляющие. Ультразвуковая томографкя течений, основанная на

измерении• времени прохождения звука [5], позволяет определить вихревую составляющую, а инте

гральная фотоупругость, основанная на двулучепреломлении потока [б], потенциальную. Применение

ультразвуковой томографии для потоков, имеющих относительно малые размерьт, проблематично.

В с т а т ь е для полной реконструкции скорости течений предлагается использовать методику

магнитофотоупругости [7].

С физической точки зрения, методика параметрической томографии [8] основана на дополнитель

ном вращении плоскости поляризации луча, обусловленном эффектом. Фарадея. Технические параметры

современных магиктополярископов уже позволяют проводить томографкческие измерения [9]. С мате

матической точки зрения, метод параметрической томографии базируется на использовании экспонен

циального преобразования Радона мнимого аргумента применительно к реконструкции векторньлх и

тензорньтх полей [7, 8].

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ РАДОНА ВЕКТОРНЫХ

И ТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕЙ

Оптеделим экетюйенциалькое преобразование Радона мнимого параметра скалярной функции хху) при

помощи лучевого интеграла

Ег(5,й,,/)= Iг($со59—!iп О, звiгi*9+(соВ)е’йi = /(5а+!пт)еiРII! ]($,О,,8). (1)

Здесь (ху) — переменные неподвижной системы координат, связанные с параметрами (5,!) подвижной

системы преобразованием поворота
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Гх]_ГсояВ _ЗiаВ]Г8]
[у][iлО со$9][1’

— параметр преобразования; о = (соа О, iп О), iл = (— iп О, со О) — единичные векторы, направленные
вдоль осей з, (соответственно; i — мнямая единица.

Краткий вывод формулы обращения преобразования (1)

i()
= 2iеiр с[/7(со

- --7(з, В, ,6) ‘Ю (2)4,г2 гЙ—з азо
приведен в [7].

Согласно теореме Гельмгольца, векторное поле У(х,у) может быть представлено в виде безвихревого и соленоидального полей:

У=гааг+го(е1_-+е2..!..)Т+(е1.—е2..)17. (З)8х ду ду дх
Потенциалы безвихревой и соленоядальной компонент векторного поля обозначены соответственно через т и ; е1 и е2 — едкиячные векторы, направленные вдоль неподвижных осей координат х,у.Измерения в линейной ветсгорной томографии могут быть представлены лучевым иктегралом в виде скалярного (внутреннего) произведения векторов У и р:

й)) 1’(зф + Ёйт) е’’ й’ = Ег[р(з, ф)Г]
= з,ф, ‚3). (4)

Здесь р(з, со) — так называемый «пробный» вектор, который может зависеть и от направления просвечивания со и от полюсного расстояния з.
Преобразуя выражение лучевого интеграла (4) через потенциалы т и , получим
- д_ - -

= р,со,(—г — и,677) — раТ(—77 + к,бт) (5)8$ аз

Если пробный вектор р = со направлен вдоль луча, то интеграл (5) преобразуется в выражение

Ет[рI’}=— --+i’3i
(б))

и называется продольным. При ,В = О продольный интеграл содержит только производную от соленоидальной компоненты.Если пробньтй вектор р = ортогонален лучу, интеграл (5) преобразуется в выражение
Ет[р’]=(---i--i/Зi)

(7)8$
и называется поперечным. При,6 = О поперечяьий интеграл содержит только производную от безвяхревой компоненты. Из формул (б) и (7) следует, что в том и другом случаях измерения лучевых интеграловпри значениях $ = О и ‚7 О позволяют полностью реконструировать двумерное векторное поле.Аналогично предыдущему случаю, яявариантное представление двумерного симметричного тензора напряжений ст содержит три скалярных потенциала О, ]У Е [7]:

о
дхду ду2

2 2

о- .=-(-—-----)М----—Е,
(8)Х

8х2 д,,2 дхду

д2о
дхду дх2
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В двУМРЕЫх пластических и вязких потоках тензорные поля деформаций и напряжений определя

ются двумерными вектораыми полями скоростей т = 1е(У. Выражая вектор У через потенциалы и

приХОдим к представлению

д д2 д2
= жг = т + .77,

18
2 182 д2

=—(—-‘ +—‘)=—т--—(-—————)77, (9)
ХУ 2дх ёу а 2дх2 2

д2 д2
о- __4Г =._-____

)) ду ,2 дхду

Измерения в линейной тензорной томографии также можно представить лучевым интегралом от

внутреннего произведения гiробного тензора й(.,о) на тензорное измеряемое поле о

i(о) + еш)е1’сй = Е?-[сI(з,Ю)сТ}.
(10)

В специальном случае взаимодействия излучения с измеряемым тензорнмм полем б, когда й =

лучевой интеграл (10) имеет вид

ЕфО.ею]=б_2iрЁ.1ч_’З2Е,
(11)

•88

и называется поперечным. Такие измерения встречаются в интегральной фотоупругости при исследова

нии поля напряжений [1, 7), поля скоростей жидкости [4, 6], пластических деформаций [3] и вязких те

чений [4]. Алгоритм реконструкции напряжеНий в упругой и пластической средах представлен в [8].

ЛУЧЕВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ В НЕОДВОРОДНОЙ СЛАБОАIШЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ

Распространение поляризованного света в неоднородной слабо анизотрокной среде определяется [10]

уравнением

(е ‘) Е = [А+В] Е,
(12)

где — ортогональнькй вектор в плоскости просвечввакия, перпендикулярный направлению просвечи

Г Е i —iГ(е —.й)/2 Е.й.К П Го i1

вания; — оператор Набла; Е =1 ; А —( ‘ ‘ ‘ ‘ ; В = 1 1;
—(—с€)/2 [—1 О

Е — компоненты вектора джонса, характеризующие изменение поляризации; е, — компоненты тензора

днэлектрической проницаемостя; п0 — показатель преломления среды; ‘ — постоянная Верде; Н — напря

женность магнитного поля.

Решения системы уравнений (12) можно представить в виде двух лучевых интегралов [8), значение

которых определяется экспериментально в результате просвечивания:

у со$(а + ао) С { €о ап: ]соз(2/31)сiЯ — а4 $iП(2/?)сй}, (13)

у яiй{а + = С { — й й,,, }iп(2/])Ф + Iс й со(2/.1i)йi}. (14)

Здесь ул = Уи! = В! — угол вращения плоскости поляризации под влиянием магнитного поля (эффект Фа

радея); параметры иьггегралов — характеристическая разность фаз у и углы первичного и вторичного ха

ракгеристическях направлений 6О и а непосредственно измеряются при эксперименте.

Оба лучевых ктiтеграла (13) и (14) могут быть представлены в виде поперечньтх иктегралов: первый

от двумерного тензорного поля
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Н(з,,)= (Е_с,,,щсот)еiРЧ(, (15)

а второй — от двумерного векторного поля

Н2(з,о,/3)= [(г)еiР1й (16)

для экспериментального определения свойств среды при помощи томографии необходимо допол
нительно установить зависимость тензора диэлектрической лрошщаемости от механических параметров
исследуемой среды.

ОПТИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ДВУЛУЧЕПРЕЛОМЛЯЮЩИХ СРЕД

В экспериментальной механике вьщеляются четыре основных закона двулучепреломления, которые для
изотропной среды в линейном приближении связывают компоненты тензора диэлеiстрической прони
цаемости с компонентами тензоров, характеризующих механические свойства среды [1]

1) закон Неймана для деформаций — = ае,;

2) закон Неймаiта для скорости деформаций
—

= аё,.;

З) закон Максвелла для напряжений — = ао;

4) закон Филона—джессопа для напряжений и деформаций — = аоу + Ье,.

Здесь е, ё, ,оп — тензоры деформации, скорости деформации и напряжений; а и Ь постоянные коэффи

циенты.
Поведение потоков с микроструктурой (пластические деформации, вязкие течения, биологические

растворы) представляют большой практический интерес. Оптические свойства сред (значения коэффи
циентов) для различных материалов достаточно хорошо изучены. Так как особенности вязкости и пла
стичности особенно ярко выражаются при течении в малых масштабах (пограничных слоях), то оптиче
ские эксперименты обычно проводятся в тонких трубках.

Имеются многочисленные экспериментальные данные по плоским и осесимметрическим моделям,
которые используются при исследовании. Характерный размер области исследования обычно не пре
восходит 40 мм. В современных магнитополярископах [9] рабочий диаметр порядка 70 мм, что позволя
ет непосредственно использовать их для исследования трехмерных потоков сред с микроструктурой.

ТОМОГРАФИЯ ВЯЗКИХ ТЕЧЕНИЙ

Математическая задача определения поля скоростей У вязких течений формулируется в виде закона не
сжимаемости ii’i У = О и условия У = О на границе. В дальнейшем рассмотрении ограничимся линейной
связью тензора диэлетсгрической проницаемости е,, и тензора скорости деформаций ё, (закон Неймана).

Компоненты тензора скорости деформаций

i(а ы’
(17)

2дх, дх)

равны деформации вектора скорости течения У(х,у). Используя представление (З) векторного поля в ви
де безвихревого г и соленоидального щ полей, поле скоростей представим в виде

(18)
дх ду ду дх

Томографические измерения в отсутствие магнитного поля (О = 0) позволяют на основе лучевых
интегралов (15), (16) и соотношений (7), (9), (11) восстановить только осевую компоненту скорости и
потенциал г [б].
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ДЛя определеюiя солевоццальной сОстовляющей поля преобразуем лучевой нятеграл (15), исполь

зуя условие несжимаемости уу = о, соотношения (17) и (18):

Н1
=

С,{(ё%. ё)еУу 22 I
]е1РУду ={о.ч.}

+ а—еи13Уау. (19)

Здесь {о. ч.) — уже определенная в результате предшествующих измерений (при В = О) часть поля; левая

часть выражения Н1 — также известна из измерений.

Применяя обрашое цреобразоваяие Радона к (19), восстанавливаем соленоидальяую составляю

щую векторного ноля, а значит, и остальные компоненты поля скоростей И ТГ,, определенные уравне

ниями (18). до сих пор для реконструкции соленоидальной составляющей векторного поля скоростей

использовалась только доллеровская томография [5].

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ )ЩСПЕРСИИ ДЛЯ РЕКОНСТРУКЩШ ПОЛЕЙ

Ранее были рассмотрены задачи реконструкции поля напряжений и поля скоростей вязких течений на

основе огглiческмх законов Неймана и Максвелла. Реконструкцкя пластических дёформаций в осесим

метрячяом случае была рассмотрена в [11]. Метод реконструкции пластических деформаций для трех

мерного случая аналогичен методу реконструкции пластическихуечений. При этом таюке используются

условие несжммаемости и нулевые граничные условия.

Особому рассмотрению подлежит случай оптического закона Филона — джессопа. Методика рекон

струкцяк течений в двумерном случае базируется на зависимости коэффшщеятов ам Ь от частоты (дис

персия). Измеряя оптические параметры на разных частотах, получаем систему уравнений, из которых

находим лучевые иктегралы раздельно — как для деформаций, так и напряжений [1].. Таким образом, ис

пользуя представленные выше методики, можно провести -реконструкцiло. дёформаций и напряжений в

среде, описываемой законом Филона—джессопа.

Представлены алгоритмы реконструкции напряжений пластических дефорнаций; поля де

формаций для пластических течений и низких течений. Необходимо отметить, что для реконструк

ции всех вышеупомянугых характеристик законы состояния среды не использовались (среды с не-

линейными механическими свойствами). Существенную роль в реконструкции играет линейность

оптических законов. При слабой нелинейностя оптических законов представленные алгоритмы мо

гуг быть использованы как основа для реконструкции соответствующих полей методом Ньюто

на—Канторовича.
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In recent years there has been a growing interest in tomographic reconstruction of physical fields. Besides the direct requirements of

science and technique. for• analysis of three-dimensional fields, the advancement in this direction is stimulated with progress in the

measuring equipment, and in creation of algorithms of processing of results by the tomography technique.

In this article the possibilities of reconstruction of fields of plastic and viscous flows on the basis of the magnetopolariscope applica

tión are studied. The method is based on the flow birefringence measurements. The flow under study is illuminated by the polarised

light beam, and the additional rotation of light polarisation, caused by interaction with a flovv is registered. The measuremeritsarë

going on inabsence and in the presence of a magnetic field directed along the beam. In this case the plane of polàrisation of a light

beam transmitted through the flow acquires an additional rotation, caused by the Faraday effect, and this fact increases the repre

sentativeness of measurements.

The modem measuring equipment, allows to provide such measurements, while the algorithms of processing of the data obtained

are now only at a research stage. Application of polarizing methods for the analysis of TOKAMAI( magnetic fields stimulated the crea

tion of the high-speed polarizers and the analyzers, allowing providing the high-precision measurements of parameters of polarization

of a beam in a wide optical range.

The application of magnetopolariscopes for reconstruction of residual stresses in the transparent materials (glasses) stimulates the

construction of the devices using the powerful enough magnetic fields. The qualitative study of fiat and axisymmetric flows of viscous

and plastic media has prepared the base for tomographic studies. It is necessary to notice that the algorithm of reconstruction of a

stress field in elastic transparent materials earlier has already been developed. In the given work the application of this method on

the flows of the complex structure (colloidal solutions, polymers, plastic deformations of various transparent pitches) is generalized.

The materials considered are used for modelling and study of important technological and biological processes such as processes of

punching and a metals flow, the simulation of blood flow in arterial channels etc.

The algorithm of reconstruction is based on the well investigated stress-optical laws of materials (Maxwell, Neumann, Filon — Jessop

laws), and also on the mechanical properties of a flow (the flow is assumed incompressible). From the mathematical point of view,

the method of a parametric tomography is based on the exponential Radon transform of an imaginary parameter applied to the re

construction of vector and tensor fields.

It is shown that application of this method allows essentially to increase the representativeness of the flow parameters determination,

and practically to reconstruct the most important characteristics of a flow: for the colloidal flows completely to restore a velocity field

and for the plastic flow the total strain-rate field.

YBA)KA EMbIE A B TOPbI!

Y6ej1TenbHo IPOCf4M Bac OcOpMi15Tb pa6oTbl, ripiicmaeie B pelaKLllo, cporo no HUli4M ripa

BklnaM. flpi.i Heco6nIoeHkw1 BTOOM npaBl4rl OcOpMfleHHsI CraTbsI He rIpl4Hl.1MaeTc pejaKtI.1e K

paccMoTpeHelIo.
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