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Renormaliseerimine 

Funktsionaalanalüüsi  teooria, mille kohaselt võrrandisüsteemi 
omadused antud mastaabis seotakse omadustega teisel mastaabil. 

   Vt. Lepik - Engelbrecht  8.1 lk.154 

 

Perioodi kahendumine 
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 -   logistiline võrrand vt. Feigenbaumi diagramm 

     

  Joonis  8.1 Feigenbaumi diagramm 

 

Periood 1  -  . . . . . püsipunkt 
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   →      tekib periood 2 

Periood 2  -  . . . . . püsipunktid 
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Millal periood 4 ? 

st. milline on λ periood 4  tekkimisel,  λ = λ2 ?  

Teisendus:      

 Olgu   
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 Asetame  x+, x-   võrranditesse 
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Muutujate vahetus  ,   parameetrite vahetus 
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 Seega sama seadus 



Renormaliseerimine üldiselt    
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   Joonis 8.2 Renormaliseerimise idee
   

1. Arvutame     xf
2

 

2. Muudame mastaapi  tegur   1  

3. Pöörame telgi   y,x    
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Periood 2   →   Periood  4 
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Feigenbaum  (1978):  
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Melnikovi  meetod  

Probleem: 

Olgu meil mittelineaarne süsteem  

     xfx   

Kuidas analüütiliselt leida kriteerium, kas süsteem käitub kaootiliselt või mitte? 

Vaatleme süsteeme, kus eksisteerib sadulpunkt   

 

 

Lisame välisjõu      perioodiline, ω 

       t,xxfx g      

 

 

 

 

Kas on hinnang välisjõu parameetritele (ε, ω), mis teevad süsteemi 
kaootiliseks? 

Vrdl: Hüdrodünaamikas Reynoldsi arv  R 



Olgu 

    t,xxfx g  

   x Є R2 ,  g  perioodiline  perioodiga  T  (sagedus ω) 

mitteautonoomne süsteem → autonoomne, kui 
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g   diferentseeritavus 

 

Oletused:    Olgu  ε = 0 puhul süsteemil 

    homokliiniline orbiit  q0 =(t)  sadulpunktiga  x0   

 

 

   

              homokliinilise orbiidi sees on perioodilised qα (t) perioodiga  Tα  

       tegemist on Hamiltoni süsteemiga  ε = 0 puhul 

Defineerime Melnikovi funktsiooni 
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Λ  wedge produkt   

1221 bababa   

Märkus:  Kui pole tegemist Hamiltoni süsteemiga, on Melnikovi funktsioon 
keerulisem 

 



Melnikovi funktsioon määrab häiritud orbiitidel teatud kauguse 

 

 

qu  -  mittestabiilne 
                       qs  -  stabiilne 
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Teoreem (lihtsustatud) 

Kui Melnikovi funktsioonil M(t0) on lihtsad nullkohad ja ta ei sõltu  

ε’st,  siis väikeste ε > 0 puhul qu  ja qs  lõikuvad. 

 

Järeldus: Kui häiritud orbiitide hulgad lõikuvad, toimub segamine ja seega  

võib tekkida kaos. 

 

 

 

 



Näide:   Duffingi võrrand  
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      välisjõu amplituud 

ε = 0 puhul Hamiltoni süsteem 
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Näide: 
 
Dipool statsionaarses  +  ajas muutuvas magnetväljas 
 
 

 
 
Normaliseeritud liikumisvõrrand 
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H = const  (H = 2)  homokliinilisel orbiidil 

     sadulpunktiga  θ = v = 0 

Selle orbiidi võrrand  
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Meie algvõrrand Hamiltoniaani abil 
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Melnikovi funktsioon (vt. Guckenheimer,  Holmes, 1983,  Moon 1987) 
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Kui  f0 = 0, siis 
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Kriitiline 
 

  

 



Tširikovi  kattumiskriteerium 

 

Chirikov,     overlapping   criterion 

 

Idee:  võnkuvad süsteemid, regulaarne liikumine ümber tsentrite. 

  Põhitrajektoor – orbiit ümber tsentri  

 

  Keeruline süsteem  →  mitu tsentrit 

 

  Häiritud keeruline süsteem  →  eri tsentrite ümber  

  eksisteerivad orbiidid võivad lõikuda! 

  Füüsikaliselt võimatu. 
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λ – diferentsiaalvõrrand 

Λ – kujutis  



Numbriline arvutus 

 c,xfx 
        x –  muutujate vektor       

                                      c –  parameetrite vektor 
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1. Integreerime       c,xfx          mingil ajasammul  tk   

tulemus     ktx    
 

2. Kasutame algtingimust         
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kus  η  määratakse võrrandist 

   A
 

      ktxfDA      s.o. tuletis   

3. Võtame     η (0) = 1 
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4. Leiame      
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5. Järgmine algväärtus 
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Fraktaaldimensioon ja Ljapunovi eksponendid 

 

Sfäär  r = δ    →  deformeerub ellipsoidiks 
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 {λ1}    Ljapunovi eksponendid   →  spekter 

 {µ1}    Ljapunovi numbrid 

 

Kui      {λ1, λ2}    siis 
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Kui      {λ1, λ2, λ3 , ...} , st mitmemõõtmeline    

Järjestame Ljapunovi numbrid 

  µ1  >  µ2   >  µ3  >  µ4  ... >  µN 

Leiame  µk   nii, et 

  µ1 µ2   . . .  µk  ≥  1     
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Kui   µ1 > 1,  µ2 = 1,  µ3 < 1 

siis  µ1 µ2 ≥ 1,   k = 2 
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Kolmogorovi  entroopia  (K  entroopia) 

Informatsiooniteooria kohaselt on entroopia  S   

informatsiooni mõõt mis vaja teatud seisundis  i*  

oleva süsteemi asukoha määramiseks 

i

n

1i
i

PPS log



 

Pi  seisundis  i oleva süsteemi leidmise tõenäosus 

Olgu  meil trajektoor d-mõõtmelises ruumis 
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On võrdeline informatsiooniga, mida vaja süsteemi leidmiseks trajektooril   
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*   täpsusega  l 

Kn+1 – Kn  on lisainfo, mis vajalik selleks et ennustada millises osas  

i*
n+1  on süsteem kui teada on   i1

* ... in
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 Kn+1 – Kn  mõõdab informatsiooni kadu   →  K  entroopia 
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Seos Ljapunovi eksponentidega 

 

 väärtuste  tepositiivse  üle 
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Seega:  K  entroopia 

1. mõõdab keskmist infokadu 

2. on võrdne positiivsete Ljapunovi eksponentide summaga 

 

 

 

   



Regular  motion 
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KAM  teoreem 

  Kolmogorov – Arnold – Moser 

Kolmogorovi idee – kuidas vedeliku segamisel energia jaguneb ja dissipeerub: 
tekivad keeridvoolud, siis väiksemad, siis veel väiksemad... 

 

Meil – faasiruum, milles liikumine. Mis juhtub, kui need osad lähevad üha 
keerulisemaks nii nagu segamisel? 

 

1D  Hamiltoni süsteem: 
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,   

      q – üldistatud koordinaat 

      p – üldistatud kiirus 

prototüüp – pendel (vt. joonis) 

häirituse mõju (vt. joonis) 

 

Perioodiline Hamiltoni süsteem (periood T). Integralkõverad faasiruumis asetsevad 
tooril (vt. joonis) 

 

Toori ristlõige (Poincare lõige) võib olla nn. Integreeritav väändekujutis (twist 
mapping) 

 

Trajektoor „väändub” ümber toori (vt. joonis). Sõltuvalt sagedusest ω võib ta iseenda 
jälle kohtuda või mitte. 

 

Def.  Kui trajektoor tuleb tagasi punkti  a  peale  m  korda käimist mööda toori, siis  a  
on  m - järku  perioodiline punkt. 



 

 

 



 

Kuidas käituvad trajektoorid / orbiidid kui liikumine on häiritud mingi väikese 
parameetriga  μ? 

 

m – ratsionaalne arv 

 

Poincaré – Birkhoffi teoreem 

 

Iga ratsionaalse orbiidi  μ häiritus tekitab hüperboolsed ja elliptilised punktid 

  hüperboolsed – omaväärtused reaalsed – sõlm, sadul 

  elliptilised – omaväärtused komplekssed – tsentrid  

 

Kuna süsteem on perioodiline ja süsteem konservatiivne, siis toori maht peab säilima 
ja tekkida saab  k  hüperboolset ja  k  elliptilist punkti (vt. joonis). 

 



 



 



 

 



 



 

 



 



Mõõtmistulemuste analüüs 
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        rmt 8.9 

 

1) tuletiste leidmine , S,S   faasitasand 

ebatäpne! 
 

2) viitega mõõtmistulemused faasitasandi 

(faasiruumi konstrueerimiseks)   –  hea meetod! 

    s0 tntSTnS   

 

           T1DnS,,T2nS,TnS,nSny  


 

  T – ?  D – ? 

 

T  –  koordinaatide  S(m)  sõltumatus 

 lineaarne autokorrelatsioonifunktsioon  CL(τ) 

  T  on CL(τ)  esimene nullkoht 

 

D –  esitusdimensioon  (embedded dimension) 



Mõõdetud aegread 

  Kaootilisus? 

   

llajainterva algmoment

||
ntSnS s0 

 

Arvutatud aegrida   nS   on võrrandi     sfnS   

  lahend. 

 Faasiruum, atraktor, dimensioon, 

 Ljapunovi eksponendid,   K – entroopia 

 

Mõõdetud: 

 Konstrueerime 

            T1dnS,,T2nS,TnS,nSny    

 T  →  täisarv  1,  2,  3,   . . . viivis  (time delay) 

 d  →         esitusdimensioon   

   (embedded  dimension) 

Konstrueerime   atraktori   →  dimensioon  →  . . . 

 

Vt. H.D. Abarbanel,  R. Brown,  J.J. Sidorowich,  L.Sh. Tsimring. 

  The analysis of observed chaotic data in physical  

  systems.   Rev. Mod. Phys. 1993, 65, N 4, 1331 – 1392. 
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