4. BIFURKATSIOONID

Bifurkatsiooni moiste
Vaatame siisteemi
x=f(x,a), xeR", feR", a €R, (5.1.1)

kus @ on mingi parameeter.

Muudame veidi suurust @ ja vaatame, kuidas see mojutab faasi-
diagrammi. Siin on kaks vGimalust: 1) faasitrajektoorid muutuvad
vahe, séilitades oma senise struktuuri, 2) faasitrajektooride struktuur
muutub oluliselt. Viimasel juhul kéneldaksegi bifurkatsioonist, para-
meetri a vadrtust, mille juures toimub bifurkatsioon, nimetatakse krii-
tiliseks. Saame seega jargmise definitsiooni: -

Definitsioon:  Bifurkatsioon on faasidiagrammi kvalitatiiune
muutus bifurkatsiooniparameetri vdikesel muutmisel.

Bifurkatsiooni néitena voiks tuua van der Poli vorrandi. Siisteemi
(2.7.5) lahendamisel négime, et kui parameeter a kasvab, siis viartuse
a = 2 labimisel ebastabiilne fookus muutub stabiilseks sélmeks. Seega
a = 2 ongi bifurkatsiooniparameetri kriitiliseks vaartuseks.

Teise néitena voib tuua p. 4.1 vaadeldud varda tasakaaluasendi
stabiilsuse. iilesande. Parameetriks on siin koormus P. Kui see omandab
valemiga (4.1.2) méadratud kriitilise vaértuse, siis toimub kvalitatiivne
muutus: kui siiani oli varras sirgjooneline, siis niiiid ta kdverdub,
voimalikud on kaks tasakaaluasendit: sirgjoonelise varda (on eba-
stabiilne) ja koverdunud varda kuju (stabiilne).

Bifurkatsioone jaotatakse lokaalseteks ja globaalseteks. Lokaalsete
bifurkatsioonide korral toimuvad siisteemi kvalitatiivsed muutu-
sed faasiruumi piisipunktide voi piirtsiikli 1dheduses. Globaalsed bifur-

katsioonid seevastu kutsuvad esile muutusi, mis méjuvad kogu faasi-
ruumile, muutes faasitrajektooride iseloomu. Lokaalsete bifurkatsioo-
nide tdhtsamateks alaliikideks on woltbifurkatsioon, tlekriitiline bifur-
katsioon, kahvelbifurkatsioon ja Hopfi bifurkatsioon,



Voltbifurkatsioon

Vaatame siisteemi
t=a-1° Y=-Y (5.2.1)

Koostame kdigepealt nn. bifurkatsioonidiagrammi. Vaorrandist
(5.2.1); néhtub, et piisipunktide hulk on 2?2 = g, mis tasandil (a,z)
kujutub paraboolina (joon. 5.1). Teeme kindlaks, missugused neist
piisipunktidest on stabiilsed. Selleks votame mingi piistsirge AB. Vale-
mist (5.2.1); nihtub, et 16igu AB sees on & > 0 ja koordinaat = kasvab
ajas. Selle asjaolu mérgime joonisele noolekestena. Analoogiliselt nai-
tame, et viljaspool 1diku AB koordinaat z kahaneb. Seega liikumine
kulgeb punkti A poole (see on atraktor), aga punktist B eemale (tegu
on repelleriga). Stabiilsete piisipunktide hulk on parabooli iilemine osa
z > 0 (joonisel on see mérgitud paksema joonega). Parameetri vaartus
a = 0 on kriitiline, sest sellega 1opeb stabiilsete piisipunktide hulk, kui
a < 0, siis piisipunktid puuduvad. Niisugust bifurkatsiooni nimetatakse
voltbifurkatsiooniks (inglise keeles fold bifurcation).

A

\Bf‘\ Joonis 5.1. Vérrandi ¢ = a — z?

bifurkatsioonidiagramm.

af

Siisteemi (5.2.1) integreerimisel saame globaalse faasiportree, mis
vaartustel ¢ = 0,5, a = 0 ja a = —0,5 on esitatud joonisel 5.2.
Kui a = 0, 5, siis eksisteerib kaks piisipunkti (—/0,5;0) ja (/0,5;0).
Nagu nahtub joon. 5.2a, on esimene neist sadul, teine aga stabiilne



s6lm. Kui parameetrit a vihendada, siis need punktid hakkavad teine-
teisele liginema ja véirtusel @ = 0 moodustavad iihe sadul-sdlme
(joon. 5.2b). Bifurkatsiooniparameetri a edasisel kasvamisel piisipunkt
kaob (joon. 5.2¢).

Voltbifurkatsiooni nimetatakse ka sadul-sélme bifurkatsiooniks.
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Joonis 5.2. Voltbifurkatsioon.
Thompson, Stewart, 1986.




Ulekriitiline bifurkatsioon

Olgu niiiid
t=az—12% ¢=-—y. (5.3.1)
Koostame jéllegi bifurkatsioonidiagrammi. Vorrandi (5.3.1); piisi-
punktide hulk méiratakse nduetega z = 0 ja £ = a, mis tasapinnal
(a,z) kujutuvad kahe 16ikuva sirgena (joon. 5.3).

Piisipunktide stabiilsuse kindlakstegemiseks leiame piirkonnad, kus

%<0 ja £ >0, ning mirgime z-i muutumise suuna joonisel noole-
kestena. Selgub, et kui a < 0, siis on stabiilsete piisipunktide hulk
z =0; kui aga a > 0, siis hulk £ = a (need osad on joonisel mér-
gitud jimedama joonega). Olukord muutus kohal a = 0, jarelikult
selle parameetri védrtuse korral toimuski bifurkatsioon. Niisugust

bifurkatsiooni nimetatakse tilekriitiliseks (inglise keeles transcritical
bifurcation).




Kahvelbifurkatsioon

Seda kirjeldavad vorrandid
t=az—-1° Y=-y. (5.4.1)

Vérrandi (5.4.1); piisipunktide hulk on z =0, z? = a. Bifurkat-
sioonidiagramm koosneb seega rohtsirgest ja paraboolist (joon. 5.5).
Maarame jallegi piirkonnad, kus z kasvab vo6i kahaneb, z-i muutumise
suuna méargime noolekestega. Stabiilsete piisipunktide hulk on joonisel
kujutatud paksemate joontega. Néeme, et kohal a = 0 toimub harg-
nemine. Kuna tekkinud pilt meenutab kahvlit, siis vastavat bifur-
katsiooni nimetataksegi kahvelbifurkatsiooniks (inglise keeles pitchfork
bifurcation).
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Joonis 5.5. Vérrandi ¢ = ax — 2°
bifurkatsioonidiagramm.
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Hopfi bifurkatsioonid

Alustame jargmisest nditest. Olgu antud vorrandisiisteem
t=vy, y=ay—z—1°, (5.5;1)

mis omab iihe piisipunkti. Lineariseeritud siisteemi saame, kui jatame
valemist (5.5.1) &ra liikkme y3. Selle siisteemi omavéértused on

a a?
A= 5 + T~ 1.

Meid huvitab juht |a| < 2, siis mélemad omavéértused on kompleks-
sed. Kui a < 0, siis — nagu néidatud p. 2.4 — on piisipunkt stabiilne
fookus; kui aga a > 0, saame ebastabiilse fookuse. Véaartus ¢ = 0 annab
kinnise trajektoori.

Siisteemi (5.5.1) globaalne faasidiagramm parameetri a viie erivaar-
tuse jaoks on esitatud joonisel 5.8. Kui a = —1 v6i a = —0, 5, saame
— nagu oli oodatagi — stabiilse fookuse. Kui a = 0, toimub piisipunk-
tile (0,0) liginemine viiga aeglaselt. Kui a > 0, siis piisipunkt muutub
ebastabiilseks fookuseks. Lisaks sellele juhtudel a = 0,5 ja a = 1
ilmneb stabiilne piirtsiikkel, mille 1&bimd6t kasvab koos parameetriga
a. Bifurkatsioon toimus seega parameetri véartusel a = 0.

a

Joonis 5.8. Siisteemi (5.5.1) Hopfi
bifurkatsioon (a) a=—-1; (b) a=
-0,5; (¢)a=0; (d) a=0,5; (e) a= 1.
Thompson, Stewart, 1986.




HOPF’lI BIFURKATSIOONITEOREEM

Hopfile kuulub ka jargnev teoreem.

Teoreem: Olgu sisteemil & = f(z,y,a), ¥ = 9(,¥, a):

1) iga a korral pisipunkt koordinaatide alguses;

2) olgu lineariseeritud susteemsi omavaartused A1, Ao puhtimagi-
naarsed, kut a = ao;

3) olgu E‘%{Re[)\l(a)]}la:ao > 0;

4) olgu piisipunkt asimptootiliselt stabiilne, kut a = ag.

Kui need eeldused on tdidetud, sus:

1) a = ag on sisteemt bifurkatsioonipunkt;

2) eksisteerib vahemik (a1, ao), nii et iga sellesse vahemikku kuuluva
a korral plsipunkt on stabiilne fookus;

3) eksisteerib vahemik (aq, az), nii et iga sellesse vahemikku kuuluva
a korral pusipunkt on ebastabiilne fookus; seda tmbritseb piirtsikkel,
mille méotmed kasvavad koos parameetriga a.

Kuna selle teoreemi tdestus on kiillaltki pikk, siis kéesoleva raamatu
piiratud vdimaluste tottu ei saa seda siinkohal esitada. Tdestuse voib
leida naiteks J. Marsdeni, M. McCrackeni monograafiast (1976).



Ala- ja iilekriitilised Hopfi
bifurkatsioonid

Nende moistete selgitamiseks vaatame kahte jargnevat niidet.
Naide 1: Olgu antud siisteem

& =y—ua(z®+y? - a), ¥=-z-y(@®+y*-a), (5.6.1)

kus a on bifurkatsiooniparameeter.

Lineariseeritud siisteemi omaviirtused on A12 = a % 4. Minnes iile
polaarkoordinaatidele, saame viia stisteemi (5.6.1) kujule

F=-r(r’-a), ¢=-1. (5.6.2)

Valemitest (5.6.2) tulenevad Jargmised asjaolud. Kui a < 0, siis
siisteemil on {iks pisipunkt, milleks on koordinaatide algus (r =0).
Kui a > 0, siis tingimus 7 = 0 on tiidetud ka ringjoonel r = /a. Selle
ringjoone sees on 7 > 0, véljaspool aga 7 < 0. Jirelikult trajektoorid
liginevad ringjoonele r = V/a nii seest- kui ka valjastpoolt ning see ring-
joon on isoleeritud kdver (ei oma oma naabruses kinniseid trajektoore).
Seega ringjoon r = V@ osutub piirtsiikliks. Parameetri g suurenemisel
piirtsiikli raadius kasvab pidevalt nullist kuni vaédrtuseni /a. Tulemused
on esitatud joonisel 5.9, kusjuures joon. 5.9 on stabiilsed lahendid
margitud pideva joonega, ebastabiilsed punktiirjoonega.
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Joonis 5.9. Alakriitiline Hopfi bifurkatsioon.



Niide 2: Vaatame vorrandeid polaarkoordinaatides

F=rla+2r—1%), ¢=1 (5.6.3)
"Noue 7 = 0 on tdidetud, kui 7 = 0 voi 72 = 1 £ +/1+ a. Uurime
koigepealt piisipunkti stabiilsust. Piisipunkti iimbruses on r véike,
seetottu voime valemist (5.6.2); kdrvaldada korgemas jarku litkmed ja
piirduda ldhendiga 7 = ar + ... . Siit ndhtub, et piisipunkt r = 0 on
stabiilne fookus, kui a < 0 ja ebastabiilne fookus, kui a > 0.

Tingimus 7 = 0 on tdidetud ka juhul, kui 72 = 1+ /1 +a. See
vorrand omab reaalseid lahendeid, kui a > —1; sel juhul tekivad piir-
tsiiklid. Kui a € (—1,0), on neid piirtsiikleid 2, kusjuures a kasvades
ithe m&5tmed kasvavad, teise omad kahanevad (joon. 5.10). Kui a = 0,
siis iiks neist piirtsiiklitest on kokku tdmbunud koordinaatide alguseks,
teisel on raadius r = v/2. Edasisel a kasvamisel saame vaid iihe piir-
tsiikli, mille raadius koos a kasvamisega samuti kasvab. Uurides nende
piirtsiiklite stabiilsust, ndeme, et vahemikus a € (—1,0) iiks piirtsiikkel
on ebastabiilne. Me saame seega joon. 5.10 toodud graafiku (ebasta-
biilsed osad on méargitud punktiiriga).
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Joonis 5.10. Ulekriitiline Hopfi bifurkatsioon.



Edasisel a suurendamisel piisipunkt r = 0 muutub ebastabiilseks ja
ilmneb stabiilne piirtsiikkel raadiusega r = 1/2; iileminek sellele toimub
hiippeliselt (16ik 1). .
Analoogiline hiipe toimub ka parameetri a vdhendamisel. Kui
a> —1 on piirtsiikkel 7 =14 +/1+ a stabiilne; viirtusel a = —1
muutub ta ebastabiilseks ja kaob ootamatult. Toimub hiipe piisi-
punkti 7 =0 (I6ik 2). Niisuguseid "hiippega” Hopfi bifurkatsioone
nimetatakse dlekristilisteks (supercritical). Tarvitatakse ka nimetust
flip-bifurkatsioon (ingliskeelse sona flip eestikeelseks vasteks on nips).
Ala- ja iilekriitilise Hopti bifurkatsiooniga puutume kokku mitme-
sugustes teadusharudes, muu hulgas ka bioloogias ja meditsiinis.

Joonis 5.11. Piirtsiiklite kahendumine. @ A\

Kui vaadelda piirtsiiklite bifurkatsioone kolmedimensionaalses
ruumis, siis teatud bifurkatsiooniparameetri vaartustel véivad ilmneda
uued sagedused ja me saame joonisel 5.11 esitatud kuju. On voimalik
ka juht, kus iihekordselt perioodiline litkumine muutub bifurkatsioonil
kvaasiperioodiliseks, sel juhul piirtsiikkel muutub tooriks.
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Globaalseid bifurkatsioone

Globaalsete bifurkatsioonide korral tingib bifurkatsiooniparameetri

varieerimine liikumise iseloomu kardinaalse muutuse kogu faasiruumis

v6i selle mitut piisipunkti haaravas osas. Toome moningaid néiteid.
Naiide 1: Vaatame siisteemi

i=p+azi—-zy, Y=y —2°—1 (5.7.1)
Piisipunktide leidmiseks vorrutame vorrandite (5.7.1) paremad
pooled nulliga, saadud vorranditesiisteem annab lahendi
B
VI=2p’
Lihtsuse mottes piirdume juhuga, kus |u| < 1. Kasutades ligi-
kaudset valemit

- gk
T=x y_a:-+-j.

~1+p,

1
24
T=2p(l+p) ~+u F==+(p+1)~=£l

Piisipunktide koordinaadid on seega P; = (y,1), P2 = (—p,—1).
Nende punktide uurimine niitab, et kui p 3 0, on mdlemad sadulad
(kontrollige seda!). Faasidiagrammid juhtudeks, kus p <0, p =0,
p > 0 on toodud joon. 5.12. Sellest joonisest néhtub, et kui u < 0, siis
aja t kasvades suurus z muutub +oo-st kuni —oo-ni; kui aga pu > 0,
siis z muutub —oo-st kuni +oco-ni. Parameetri vaartusel 4 = 0 muutus
liikumise iseloom oluliselt kahte piisipunkti haaravas faasitasandi osas,
jarelikult tegu on globaalse bifurkatsiooniga.
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Joonis 5.12. Siisteemi (5.7.1) faasidiagramm (a) g < 0; (b) p = 0; (c)
p > 0.



Naide 2: Olgu antud siisteem
i =ky+ax(b—vy?), y=-z+C (5.7.2)

Kui C = 0, saame van der Poli vérrandi, mille faasiportreelt leiame
pu81punkt1 {imbritseva piirtsiikli. Kui C # 0, lisandub faasiportreele

sadulatiilipi iseérane punkt, mille koordinaadid on

k k)’ ~ )
= = — b. 5.7.3
=0 y=g,0" (2&6’) * ( ;

Valime konstantide vadrtusteks k£ =0,7, a =10, b =10,1, jattes
suuruse C' > 0 kontrollparameetriks. Faasiportreed kolme C erivaar-
tuse jaoks on esitatud joonisel 5.13. Véikese C korral on sadul-
punkt piirtsiiklist kaugel. ~Kui C kasvab, siis piirtsiikkel jaab
eksisteerima, ainult tema kuju muutub monevorra asiimmeetriliseks
(joon. 5.13a). Kriitilise C' vddrtuse korral sadulpunkt puudutab piir-
tsiiklit (joon. 5.13b) ja edasi tungib juba piirtsiikli poolt piiratud alale
(joon. 5.13c). Trajektooride analiiiis niitab, et niiiid piirtsiiklit enam
ei eksisteeri, sest k&ik trajektoorid lahevad ldpmatusse. Piltlikult
oeldes: vilk selgest taevast havitas piirtsiikli, mis on jéljetult kadunud
(vanished into blue sky).
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Joonis 5.13. Piirtsiikli kadumine siisteemi (5.7.2) puhul (a) C = 0,1; (b)
C =0,12; (c) C = 0,14. Thompson, Stewart, 1986.



Néiide 3: Vaatame van der Poli vorrandit
t=y, y=(1-2"y—z+asin(l,1t). (5.7.4)

Selle vorrandi integreerimisel ilmnevad joon. 5.14 toodud olukorrad.
Enne bifurkatsiooni saame piirtsiikli (joon. 5.14a); parameetri a kasva-
des tekib piirtsiiklil sadul (joon. 5.14b). Kui veelgi suurendada a viir-
tust, siis sadulast eraldub s6lm (joon. 5.14c) ja see asjaolu pShjustab
nihtuse, mida nimetatakse lukustumiseks (mode locking).
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Joonis 5.14. Lukustumine sadula ja sélme puhul. Thompson, Stewart,
1986.

Kirjeldatud bifurkatsiooni nimetatakse juhumuutuvaks (inter-
mittent). Selle ndite puhul ei ole tegemist puhtakujulise globaalse
bifurkatsiooniga, pigemini voiks seda bifurkatsiooni nimetada lokaal-
seks-globaalseks.

Globaalsed bifurkatsioonid ilmnevad ka siis kui liikumine toimub
homokliinse trajektoori iimbruses, seda juhtu vaatleme aga hiljem

(p. 8.2).
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Figure 14.9. Bifurcation diagram for the resonant Hopf bifurcation at a 1/4 resonance,
|A] < 1.



Kujutiste bifurkatsioonid

Konkreetsuse mottes vaatame kahedimensionaalset kujutist

Tptl = f(xm yn):
5.8.1
Yny1 = 9($myn)= ( )

kus f ja g on mingid teadaolevad funktsioonid. Leiame selle kujutise
piisipunktid ja lineariseerime vorrandid (5.8.1) nende iimbruses.
Lineariseeritud kujutise omavadrtused A;, Az leiame p. 2.12 naidatud
viisil. Sobiva ortogonaalteisenduse abil voib tulemused esitada kujul
(2.12.4).

Olgu Ay > 0, Ag > 0. Sel juhul u, ja v, kasvavad monotoonselt —
sellist liitkumist nimetame divergeeruvaks. Kui aga neist vahemalt iiks
on negatiivne, siis valemi (2.12.4) kohaselt u, (vGi ka v,) margid indeksi
kasvades vahelduvad, lilkumine on ostsilleeruv (sellise liikumise kohta
tarvitatakse ka ingliskeelset nimetust flip).

Vaatame, millised bifurkatsioonid on v&imalikud kujutise (5.8.1)
puhul. Siin tuleb eristada kolme juhtu.

(a) Olgu |Az| < 1; kui A < 1, siis on vaadeldav piisipunkt stabiilne
solm; kui A > 1, on piisipunkt sadul. Kohal )\; = 1 toimub seega
bifurkatsioon, kus solm kaotab oma stabiilsuse ja muutub sadulaks.
Niisugust bifurkatsiooni nimetatakse divergentsiks.

(b) Olgu endiselt |Xz <1 ja Ar < 0. Kui Ay > —1, saame jéllegi
stabiilse solme. Piisipunkti stabiilsus kaob, kui A; kahanedes labib
vadrtuse \; = —1. Niisugust bifurkatsiooni nimetatakse flip-bifurkat-
sioontks.

(c) Olgu A;, A, kaaskomplekssed ja A1, = a & Bi. Nagu naidatud
p. 2.12, on liikumine stabiilne, kui o + (2 < 1; sel juhul on piisipunkt
stabiilne fookus. Viartusel o2 + 42 = 1 toimub stabiilsuse kadu ning
sellega kaasnevat bifurkatsiooni nimetatakse Neimarki bifurkatsiooniks
(sellist bifurkatsiooni kirjeldas esimesena Y. Neimark 1964. a.). Saab
niidata, et Neimarki bifurkatsiooni korral stabiilsest fookusest tekib
piirtsiikkel (viimase asjaolu tottu seda nimetatakse ka sekundaarseks
Hopfi bifurkatsiooniks). '



Naide 1: Vaatame iihedimensionaalset kujutist

Tn1 = —2n(1 +p) + 223, (5.8.2)

Maiidrates tingimusest Z = limy_y00 Zn piisipunktid, saame Z; =0,
Ty = +4/TF 0,5p. Neist esimene kujutab (p, z)-teljestikus rohtsirget,
teine parabooli (joon. 5.15). Valides mingi algvaartuse o, arvutades
valemi (5.8.2) kohaselt &,-i vadrtused ja kujutades tulemused diagram-
mil 5.15, saame punktihulgad. Nooltega on naidatud iteratsioonide
kulg. Joon. 5.15 selgub, et kui p <0, siis stabiilsete piisipunktide
hulk masratakse valemiga Z = 0. Kui aga p > 0, asuvad stabiilsed piisi-
punktid paraboolil. Bifurkatsioon toimub kohal p = 0, tegemist on
kahvelbifurkatsiooniga.

Niide 2: Koostame vdrrandisiisteemile (5.7.4) Poincaré dia-
grammi. Need vérrandid kirjeldavad van der Poli siisteemi sundvonku-
misi perioodiga T' = 27/1,1. Selle suuruse valimegi ajaintervalliks ja
kanname (z,y)-teljestikku kdik trajektoori punktid z(n,T), y(n,T),
kus n = 1,2,... . Seda tehes saamegi Poincaré diagrammi. Kaks
niisugust diagrammi, mis vastavad parameetri vadrtustele C = 0,1
ja C = 0,14, on kujutatud joonisel 5.16, kusjuures nooled néitavad
punktide triivimise suunda, kui n kasvab. Joonisel 5.16a saame piir-
tsiikli, joonisel 5.16b toimub lukustumine sadula ja solme puhul. Ana-
loogia p. 5.7 vaadeldud niitega 3 on seega taielik.

d

Joonis 5.15. Kujutise (5.8.2) kahvelbifurkatsioon. Thompson, Stewart,
1986.
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Joonis 5.16. Poincaré 16ige vorrandisiisteemile (5.7.4).  Thompson,
Stewart, 1986. ‘

Naiide 3: Olgu antud kahedimensionaalne kujutis

Tn4+1 = Yn,

(5.8.3)
Yn+1 = Tyn(l - xn);

kus r on kontrollparameeter.
Selle kujutise piisipunktid on Z; = 73 = 0ja Tz =g = (r — 1)/7. -
Lineariseerides vorrandid (5.8.3), saame

Un+1 = Un, :
Upy1 = —T ity + 7(1 = Zi)vn (1=1,2).

Omavaartused médrame tingimusest

—-A 0 ~0

—rg; r(l=2)—=X|

Siit saame ruutvorrandi
)\2—7'(1—51'))\—1—7’.’2'@':0.

Esimese piisipunkti Z; = 7; = 0 korral A\; = 0, Ay = r. Seega tegu
on koédunud piisipunktiga. , '
Teise piisipunkti Z; = §; = (r — 1)/r korral saame

)\1’2 = O, 5(1 + v 5 — 47’)

Siit tulenevad jargmised juhud.



