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Probleemid:

astronoomia
meteoroloogia
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mehaanika
bioloogia
biofliisika
meditsiin
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Matemaatilised mudelid
Uldiselt:
funktsioonid
algebralised vorrandid / siisteemid
kujutised (diferentsvorrandid)
diferentsiaalvorrandid
osatuletistega
taistuletistega

integraalvorrandid

Naited
kujutis:

X1 = £(x,)
1 Xn+1 = an(l_Xn)

diferentsiaalvorrand
X +ax + bx + cx’ = cos ot

diferentsiaalvorrandite slisteem

x=-o(x-y)
V=1X—Yy —XZ
Z=Xy—bz

o, r, b — kordajad
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Joonis 1.9. Lineaarse ja mittelineaarse siisteemi viljundite erinevus. Moon
1987.
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Joonis 1.10. Mittelineaarseid funktsioone.
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Joonis 1.8. Sisendid ja viljundid lineaarsete ja mittelineaarsete funktsioo-
nide puhul.



Kinemaatika. Kinemaatika on definitsiooni kohaselt mehaanika
haru, mis késitleb kehade liikumist, arvestamata seda pohjustavaid
tegureid (nditeks joudu) ja kehade massi. Intuitiivselt voiks delda, et
kinemaatilised mittelineaarsused peavad olema seotud kiiruste ja kii-
rendustega.

Punktmassi diinaamikas on oluline koht liitliikumisel, kus liiku-
mist vaadeldakse taustsiisteemis, mis ise liigub mingi litkumatu taust-
siisteemi suhtes. Korgkooli teoreetilise mehaanika kursusest on hésti
teada, et sel juhul eristatakse relatiivset litkumist (liikuva taustsiisteemi
suhtes) ja kaasaliikumist (liikuva tauststisteemi liikumine liikumatu
taustsiisteemi suhtes). Kui liikuv taustsiisteem pdorleb liikumatu
taustsiisteemi suhtes nurkkiirusega w,, siis absoluutne kiirendus a on
avaldatav

a=a,+We XTI+ WX (WeXT)+2W, X vy,

kus a, on punktmassi relatiivne kiirendus, v, tema relatiivne kiirus
ja r punktmassi raadiusvektor (Lepik, Roots, 1971) ning kasutatud
on vektorkorrutise stimbolit. Kolm viimast liiget selles avaldises on
mittelineaarsed: w, X r viljendab poorlemiskiirendust, w, x (w, X r)
aksipetaalkiirendust, 2w, x v, Coriolise kiirendust.

Jaiga keha poorlemisel on kineetilise momendi teoreemist tuletata-
vad nn. Euleri diinaamilised vorrandid (Lepik, Roots, 1971)

M, = Lw, — (I, — I))wyw,,
My = Lw, — (I; — I)w,w,,
Mz = zd-"z - (Iy - Ix)wzwys

kus M,, M,, M, on vilismomendi M projektsioonid, w;, wy, w,
nurkkiiruse projektsioonid, I, I,, I, keha inertsimomendid. Jallegi
on mittelineaarsed liikkmed w,w,, wyw,, w,w, mangus.

Ule minnes pideva keskkonna mehaanika probleemidele, toob kine-
maatika kaasa nn. konvektiivsed lilkmed. Navier’-Stokesi vorrandid
hiidrodiinaamikas, mis on tuletatud liikumishulga jidvuse seadusest
(s. t. Newtoni teisest seadusest siigavamale minnes), sisaldavad liikmeid

kujus
0V, OV, v,

'Ua;%) ”y@: UZE, ey
seega kiiruse komponendi ja kiiruse tuletise (gradiendi) korrutis.

Taolised mittelineaarsed liikkmed vedeliku liikumise vorrandis on suure
tahtsusega turbulentsi uurimisel.



Mahujoud. Pideva keskkonna mehaanikas tulevad mahujou
arvesse lilkumishulga arvutamisel. Uldiselt on nad konstantsed suurt
sed, kuid modelleerimisel on kasutatud manikord ka iildistatud maht
Joude, mis véivad naiteks mittelineaarselt sdltuda deformatsioonis
Elektrodiinaamikas v6ib samuti esineda mahujéud magnetiseerimise
mitme voolu véi liikuva keskkonna puhul

F =¢v x B,

kus g on laeng, v tema kiirus ja B magnetviili. Elektromagnetiline jou

arvutatakse valemist
F =1x B,

kus I on vooluvektor ja B magnetvali. Samalaadsed on ka M,0B, /s
tliipi mittelineaarsused, kus M, on magnetilise dipooli tugevus.
Geomeetria. Pideva keskkonna deformatsioon on juba om
loomult mittelineaarne. Deformatsioon arvutatakse ildjuhul siiref
Uk kaudu. Geomeetrilised arvutused (vt. Engelbrecht, 1983) viiva
tapsete avaldisteni, mille viljendusvorm on
_ 18U, oU,  0U,dU,
" 2 3$; 3$g 3$k 3351_ g
kus Ej; on deformatsioonitensor ja Uy siire. Indeksid % ja [ omava
vaartusi 1, 2, 3 ning iihes avaldises esinevate korduvate indeksite Jjary
toimub summeerimine. Lihtsustatud iihemddtmeline valem annab
U, 1[ouy]?
Bu=5—+2|5| .
oz 1 2 8x1



Table 25. MEHMKE (1897).

1. Linear law: £=ag

2. Exponential Zaw.‘ E=aqag™

3. Parabolic law: o=ag —bg2

4, Hyperbolic law:

A a

a—bo

&=

B. & =ac®+bg

5. Cubic and biquadric-parabolic law:

A. o’—_—-ae+be-"+ca3ﬁ
e=aoc+ fct+yo®
B. =ac+bet Lo L gt

6. Exponential law:

A, g=celfe

B, g=emo__4

C. o=c(eme—1)

D. e=o0(a-+4 bemo)

E' 0':__8._,__.81?36
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Hooxke (1678)

jA'i;Es BERNOULLI (1694)3; BULFFINGER (172
tension; HoDGKINSON (1822); BACH-SCHULE
(1897)

Hobckinson (1849), cast iron;
HARTIG (1893), cast iron, cement, cement plaste
GERSTNER (1824)D, iron piano wire

Cox (1850), cast iron;
LANG (1896), cast iron, stones, plaster

WERTHEIM (1847), organic tissues s

Cox (18350), cast iron
J. O. Tuompson (1891), metals, tension

Hobpexinson (1849), cast iron

Ricecarr (1731)
ImMBERT (1880), India rubber

HarTiG (1893), leather, tension; burned red
clay, compression

PonNcELET (1839), brass, tension

HarT1G (1893), cork, compression

British Royal Iron Committee, 1849:

henceforth Hooke’s linear law of elasticity for iron in tension, compression, and
bh

2 9
flexure should be replaced by c=Ae—Beg



8 o Tension test on /’
3 foot long gqut specimen

7k JAMES BERNOQULLI (1687)

E -
“« 5+
-
=
=
]
& 4f
£ LEIBNIZ hyperbola
L)
E 3 (1620) /
U

/‘\ BULFFINGER (1724)
2F ;/ :p;rclbef-i-c ) elistici-iy
P q.0) m= 3
/7
Uy s
yd
/ 1 1 1
Q 10 20 30

Extension (in lines)

Fig. 2.1. JaMES BERNOULLI's gut string measurement.
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Fig. 2.25. Tensile results compared with prediction from WERTHEIM's equation.



Material (physical) nonlinearities

oF oOF

K. = ——— , L,= i
ij Po aEij j Po anj

Piola — Kirchhoff Lagrange

energy?

pOF:%KIfJHJIz +

+v, D +v, LI, +v, I+
+k, I+, PL kg L+, I+

A, second order (Lame)
Vi, Vo, V;, third order
K, Ky, Ky, Ky fourth order

l invariants of the strain tensor

2D:
K,=A+2n)U,, + ( %Mf +u+3(v, v, + \@))Uil +
+(6v; +2v,)U,, U,, + Gk +3v, + vz)Uiz +

1 1 3
+(57\, +EV2 +ZV3jU12’2+“.



-]

l Yo
%=
Fe (Tﬂ%"! {r sxfazamare,]}

Fig. 2 GEOMETRIC 3FTTING iN WHICH LINEAR SPRINGS

FRODUCE A NONLiNEAR FORCE-DEFGRMATION
RELAT!ONM



g . LEVER BODY

KEY—\

: o 1
1 r~—J£17
40 -
X
x
x
2 307
ey g A
a
i)
) x
5]
1]
-0
~
P
o 20
u -
1]
(o
g
HH
x
10 1 0
%/ o 0
(=]
0 0.2 0.4

Dent of the felt (mm)



2570000
%

!~’%G}4f

—-%b}-—

3//53/’
Fig. 5a R0DS COMMECTED BY PiA wiTH CLEARANCE

Fig. Ya MOTICN OF BEAM IS ARRESTED &Y ELASTIC
STOPS

' stop force

Ky
|
' X Fig. 5o FORCE-DEFORMATION RELATION IS
PIECEWISE LINEAR
k2
kil

Fig. Yb FORCE-DEFORMATION RELATION FOR STOPS IS
PIECEMISE LINEAR
—_— l—-"

!
kix)

ko =
Fig. %c O13COMTINUOUS SPRING CONITANT

4
Y

Fig. Yc EFFECTIVE SPRING CONSTANT HAS

DISCONTINUITIES



1.5. Motteteri

Viaga viike pohjus, mille jatame tdhelepanuta, péhjustab nahtuse, mis
meile eksimatult silma paistab ja me iitleme siis, et see on juhuslik
efekt. Kui me teaksime tapselt loodusseadusi ja algolukorda univer-
sumis alghetkel, voiksime selles universumis tapselt ennustada, mis
juhtub tulevikus. Kuid isegi siis, kui loodusseadused poleks meie eest
saladuskattega varjatud, teame me algolukorda vaid ligikaudselt. Kui
see vOoimaldab meid jargnevat situatsiooni ennustada sama ligikaud-
susega, on ju koik korras. Me voime Oelda, et ndhtus on ennustatav
ja ta on pohjustatud teatud loodusseaduste toimest. Kuid alati pole
see voimalik; voib juhtuda, et vaikesed erinevused algolukorra kir-
jeldamisel pohjustavad suuri muutusi vaadeldavas ndhtuses. Vaike
viga algolukorras tekitab suure vea hiljem. Ennustamine muutub siis
voimatuks.

Henri Poincaré

Sirgjoon viib inimkonna mandumisele ..., sellist joont looduses ei
esine.

F'. Hundertwasser

Summa on suurem kui iiksikosad kokku liidetuina.
Aristoteles

Lineaarsus tahendab seda, et reegel, mis méaarab stisteemi kditumise
tulevikus, ei soltu sellest, mida siisteem teeb olevikus.

M. Feigenbaum

Ennustamine on alati raske, eriti kui see puudutab tulevikku.
N. Bohr

Taiendus vene kolleegilt: ka meie minevik on ennustamatu!

. Teoreetiliste uuringute peamine piiiie on selgitada vaatenurk, millest
uuritav objekt paistab oma lihtsaimas kujus.

J. W. Gibbs



Looduslikel nahtustel on erinevad mdotskaalad ja nende arv on
Iopmatu.

B. B. Mandelbrot,

Pilved pole kerad, rannajooned pole kaared, puukoor pole sile ning
valk ei levi sirgjoont modda.

B. B. Mandelbrot

Determinism on nagu Suurbritannia kuninganna, kes valitseb, kuid
ei juhi.
M. Berry
Maailma suur hommik oli hetk, mil Jumal mdistis kaost.

P. B. Shelley



