4. MATEMAATILISED MUDELID

algebralised funktsioonid
transtsendentsed vorrandid
vorrandististeemid

diferentsiaalvorrandid
harilikud (tdistuletistega)
osatuletistega

integraalvorrandid

integrodiferentsiaalvorrandid
maélu (ajaloo) arvestamine

diferentsvorrandid (kujutised)

Meetodid

analuttilised
lahendusmeetodid

numbrilised

lihtsustusmeetodid
agregatsioon
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Pohimoisted

* skalaar a

temperatuur, aeg

a=a,l+a, j+a, kK
I, J, K iihikvektorid

Kiirus,  Kiirendus

*  tensor a,, L] =123
* all alZ a13
i
‘J;é' a21 azz aza
|

pinge, deformatsioon



Algebralised vorrandid ja siisteemid

X"+ax""+...+a =0

a, X, + a,X, + + a, X, = b

a, X, + a,X, + + a, X, = D,

a X, + a,Xx, + + a X, =D
A-x=B A: n xXn maatriks

X, B - n-vektor

Ule- ja alaméiratud siisteemid

Mittelineaarsed vorrandisiisteemid



Spetsiaalfunktsioonid

Diraci deltafunktsioon

8(X) —  kirjeldab iihte punkti kontsentreeritud
suurust (joud, laeng, intensiivsus ...)

[8(x)dx =1
aﬁ‘erentseeruv

Heaviside’1 funktsioon

—_—

0, x<0 ,
1 x>0

Besseli funktsioon (id)

Xy +xy +(x*-n?)y =0

(3]
y=%hM=2 r(n+k+1)

F(X) - !]I_)fg X(X _|_]_)(X +-2). : .(X +N _1)

gammafunktsioon




Funktsioonid

Niaide:  elastne kiil, pinged

G - 2Msin26
" (sin 2o.— 2aicos 2a.)r?
- - M(cos 2a. — cos 20)
" (sin 20— 2a1c08 201 )r?

G,,=0



Niide: diferentsiaalvorrandi ilmutamata lahend
X =kx (x = X,)(X, —x)
X“(x =X, (X, =x)" = Ae"
A,a,B,y — const(soltuvad k, X, X,)
faasianaliilis:
X=0
kx(x =X, )(X, =x)=0
X=0
X = X, rpusipunktid
X=X,



Harilikud diferentsiaalvorrandid

1. jarku x(t) = X(t, x(t))
niide: X=X-t

korgemat jarku
R (t)+a, X (f)+a,(x (), t) =0

stisteemid

X = X(X, 1) X - N - vektor

Volterra—Lotke

X=K,Ax-K, Xy
y=K,xy-K;By

X  —saak

Y - roovloom

Ki, Ko, K3, A, B — const

D.K. Arrowsmith, C.M. Place.
Ordinary Differential Equations.
Chapman, London, 1982.

P.G. Drazin
Nonlinear Systems.
Cambridge Univ. Press, 1992



Diferentsvorrandid, kujutised

Difference equations, maps (iterated maps)

X ., = F(X,n), n=0,1 2, ..

n+1
tildkuju

Kujutis voib olla seotud diferentsiaalvorrandiga
nditeks

dx_ ax — bx*
dt
Valime h, defineerime X_ =X (nh), n=0,1 ..
dX~X”+1_X” t=nh jaoks
dt h
Siis
X  —X
Sra T —ax —bx
h
ehk
X ., =F(a,b,h,x.) ligikaudselt

mitmemootelised, naiteks

<(Xn+1 = yn
\yn+l = ”lyn (1_Xn)

e

Neimark’i kujutis

A a2
) Xy =1=aX +y, Hénoni kujutis

\yn+1 = b Xn




2. jarku osatuletistega diff. vorrandid
a,u, +2a,u, +a,u, +FXyuu,u)=0

‘L tapsed teisendused
1. hiiperboolsed X, y—=>X 1

u, =a‘u,_
diretingimused u(0,t) =0, u(l,t)=0
algtingimused uixt,)=o(x), u(xt,)=wy(x)
2. paraboolsed X, Yy =Xt

u, —ku, =0
ux,0)=op(x) 0<x<l
u(o,t) =p,(t
0, 1) ul()} o=t=t,

u(l, t) =, (1)
3. elliptilised

u,+u, =0

ehk Au=0

—u, =f, pinnal (joonel) 3

ou

- f2 pinnal (joonel) >
on



Elastsusteooria 3D

(}L + 2“)“1,11 + (7“ + M)(uz,zl + u3,31) + “’(ul,ZZ + u1,33) ~ Py 21 =0

(}” + 2“)“2,22 + (7‘ + H)(u3,12 + us,sz) + H(uz,n + uz,ss) Py atzz =0

o°u
(}“ + 2“)u3,33 + (7“ + “)(ums +u2,23) + “(ua,n + us,zz) - po 8t23 = 0

u, — siirde komponendid

X, X, — koordinaadid

Navier- Stokes’i vorrandid hiidrodiinaamikas, 3D

_au ou ou ou op _azu o’u  o°u
p| —+tU—+V—+W— =—-—+ y L+ ,+ - [+F
| ot OX oy 0z OX | oX oy oz
oW W ow  ow op o'w o'w 8w
p +Uu +V—+W =——+ U ,t—— +—— |tF
| ot OX oy 0z OX | ox oy oz
N N N v op o°v d°v o°v
pl —+U—+V—4+W— =——+ U R +Fy
ot ox oy 0z OX | oX oy 0z
u, Vv, W — kiiruse komponendid
X, Y, Z — koordinaadid
P — surve
T} — Vviskoosus
F, F, F — vilisjoud

p I:%:+U'VU:|:—VD+MV2 U+F



Hetkvaartused ja méilu

G(t)=A-F(t), A=const.

hetkvaartuste vaheline seos

G(t) = A-F(t) + [R(t —1)F(t)dt

vOtab arvesse ajal T ka eelmisi virtusi intervallis [0, t]

G(t)=A-F(t)+R(t) xF(t)
sidumiintegral

Volterra integralvorrand

reoloogia, nn. relaksatsioonieffekt

bioloogilised protsessid viiteajaga



Naide: malu
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Integro—differentsiaalvorrandid

o’u o’u
=G(0 +
Po gz = (0 5
oo O?
+ [G'(s u(x,t—s)ds
JG'(s) s u(x,t=s)
G(") —  relaksatsioonifunktsioon
, d
G (-)—dG(-)
S

Po — tihedus, U — siire



Olulised matemaatilised mudelid

lainevorrand

Schrodingeri vorrand

Fourier teisendus

Maxwelli vorrandid

o’y , 0%
~2 ¢ 7
ot OX
.. O A
17—y =H
pri Al

f(£) = T f (x) exp(— 27ix & )dx

V-E=0
V-H=0
V><E:—1@_—I
c ot
V><H:EQE

c ot



Lisa

TYPES OF EVOLUTION EQUATIONS

Korteweg-de Vries
- surface gravity waves in shallow water
- internal waves
- acoustic waves in bubbly liquids
- voidage slugs in fluidized beds
- magma flows
- hydromagnetic plasma waves
- ion-acoustic waves in cold plasma

- waves in transmission lines

uy + uf uy +duy =0

modified Korteweg-de Vries



U + 6unuy + Uy + acluzux + acCoUxUyx+

+0C3UUyyx + AC4Uxxxxx = 0
- surface waves: progression from shallow-
water waves to deep-water waves

- internal waves in density-stratified fluids

- surface waves subject to a shear flow

ut—uux+u3 Uy + duyxx + byoxx =0

- waves in microstructured alloys (austenitic -

martensitic type)



Uy + Uty + by =0

- magneto-acoustic waves
- gravitational waves influenced by surface
tension

- waves in nonlinear circuits

U, + Uy + diyxx + blyxxxx = 0

- capillary-gravity waves

- waves in chains of coupled nonlinear
oscillators

- magneto-sound waves in plasmas

- interfacial waves in a two-fluid system



hierarchy of dispersive waves:

Uyxx Waoxxexx

- waves in granular materials



Naiteid CENSiIst:

u +kuu +du, =0
u +[P(u)], +du, +bu__ =0

1 1
Plu)=—>u*+=u*
(u) 2 4

u,+kuu, +du_, +r(v?) =0

(u +6uu, +u, ) +3u =0

u, +f(uu, +g(u)=0
f(u) =k, +ku+k,u’,g(u)=g,u

2 2
utt _Cluxx + m(utt _Czuxx )xx = O



