
 

 

 

10. DETERMINEERITUS 

 

 









sotsiaalne

nebioloogili

 efüüsikalin
  protsess   →  matemaatiline mudel  →  lahendamine  

 

– kas on lahendamine üldse võimalik? 

– kas lahend on determineeritud (määratud) 

   – üldse 

   – mingis piirkonnas 

 

juhuslikud suurused  → juhuslik protsess 

 (algandmed, 

 parameetrid ...)   (jaotusseadus) 

 

Tänapäevane arusaam: 

 

matemaatiline mudel on 

 – determineeritud: 

   –  sisaldab kindla hulga liikmed; 

   –  kõik numbrilised tegurid ja parameetrid 

    on määratud; 

   –  algandmed on fikseeritud; 

 – mittelineaarne 

   ↓ 

Protsess võib  mitte olla ennustatav! 

   mittedetermineeritud 

   unpredictable 

 

 

 

 

 



 

 

 

Lahendatavus 

Probleem:  Olgu   

     

)z,y,x( hw

)z,y,x( gv

)z,y,x( fu






 

h ,g ,f  – pidevad, diferentseeruvad 

vaja leida 

  

)w,v,u( Hz

)w,v,u( Gy

)w,v,u( Fx






 

 

Teoreem: Kui  ,w,v,u   on argumentide  z,y,x  pidevad ja 

diferentseeruvad funktsioonid ja punktis 
000

z,y,x    on nende 

väärtuseks 
000

w,v,u   ning jakobiaan 
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)z,y,x(D

)w,v,u(D


 

on nullist erinev ( ≠ 0),  siis eksisteerivad ja on üheselt määratud 

punkti  
000

z,y,x   ümbruses niisugused ühesed, pidevad ja 

diferentseeruvad funktsioonid ),w,v,u(H  ja  )w,v,u(G  ),w,v,u(F  

et võrrandsüsteemid 

)z,y,x( hw

)z,y,x( gv

)z,y,x( fu






  ja  

)w,v,u( Hz

)w,v,u( Gy

)w,v,u( Fx






 

on samaväärsed, St. F, G, H   on operaatori 

f, g, h pöördoperaator 



 

 

 

Seega: 

 

Objekti väljundsuurustest kõlbavad pöördülesande lahendamiseks 

ainult niisugused  w  ja  ,v  ,u ,  mille puhul jakobiaan 

 

0
)z,y,x(D

)w,v,u(D


 

Kui see jakobiaan on ühes punktis  0,  siis ei ole pöördülesanne 

üldse lahenduv või ei ole  z,y,x   üheselt määratavad  w  ja  ,v,u  

alusel  

 

Vrdl – lineaarvõrrandisüsteemide lahenduvus    

NB! Teoreem on lokaalne ja kehtib lineaarsete seoste puhul. 

Mittelineaarsete   h  ja  g,f   puhul võib eksisteerida 

mitu lahendit. 

 

 

Vt.   I. Petersen,   Pöördülesannete olemus 

   Küb. Inst. Uuringuaruanne  Math 45/92. 

 

 



 

 

 

Kausaalsuse printsiip (põhjus ja tagajärg) 

 

Sündmuste rida on põhjuslikkuse ahel, kas alati? 

ajaline järgnevus  ≠ põhjuslikkuse ahel 

 

Laplace  (1749 – 1827): 

 Kõigi universumi osakeste koordinaatide ja impulsside 

väärtused antud ajahetkel määravad täiesti üheselt 

universumi oleku mistahes ajahetkel minevikus või 

olevikus 

 

 

 

Heisenbergi määramatuse printsiip 

 

Kaose paradigma 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 

 

 

Approximation: 

3,2,1j,
jjc

   

 

l



 

 

 

ALGIDEED 

 

Maxwell  1873 

 Hadamard 1889 

 

 

 Poincaré  1908 

 

  kolme keha probleem 

  “… võib juhtuda, et väikesed 

erinevused algolukorra 

kirjeldamisel põhjustavad 

suuri muutusi vaadeldavas 

nähtuses.” 

 

 

Weierstrassi funktsioonid 
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Feigenbaumi diagramm: perioodi kahendumine 
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Geomeetriline progressioon 

Feigenbaumi arvud 

Universaalsus 
 



 

 

 

 
kujutis elogistilin

map logisticnn11n x1xx 

    

  

 



 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 
a) ühedimensionaalne Poincaré lõige;  b) kahedimensionaalne Poincaré lõige 
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 Rössleri atraktor: 

perioodi kahendumine 



 

 

 

Lorenzi atraktor         
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Faasiruumil on fraktaalne iseloom 

Mandelbroti fraktal 

 

 

 

C

2

n1n zz  

C, mille puhul iteratsioon koondub, on Mandelbroti hulk 

fikseeritud C puhul moodustavad algväärtused, mille puhul 

iteratsioon koondub, Julia hulgad



 

 

 

 

 



 

 

 

 

Julia hulgad  



 

 

 

Arvutustäpsus mittelineaarses süsteemis 

 

 nnn1n p1rppp:Näide   

 

 



 

 

 

Predictability horizon J. Lighthill, 1986 

Time after which solutions with initial conditions that are “nearest 

neighbours” to the accuracy of specification being used,   

 become remote from one another differ beyond  

recognition 

 
   physical  

limit 

 

Ennustatavuse horisont: 

aeg millest alates naaberalgandmetest arvutatud protsessi 

parameetrid erinevad teineteisest kaootiliselt



 

 

 

KAOSE  IDENTIFITSEERIMINE 

 

1) kas protsessis on mittelineaarsus 

2) kas algtingimused ja protsessi parameetrid on determineeritud 

3) milline on protsessi ajaline kulg 

4) milline on faasiportree 

5) milline on Poincaré lõige (kujutis) 

6) milline on Fourier’ spekter 

7) mis juhtub süsteemi parameetrite muutumisel 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

Tunnused: 

 

1) tundlikkus algtingimuste suhtes 

2) laiaribaline Fourier’ spekter kus ülekaalus on madalad 

sagedused 

3) positiivne Ljapunovi eksponent (eksponendid) 

4) atraktori fraktaalne struktuur faasiruumis 

5) korrapäraste liikumiste bifurkatsioonid 

6) mitteregulaarsete intervallide esinemine                         (viitab 

juhumuutuvale kaosele)  

7) Kolmogorovi entroopia nullist erinev, kuid mitte lõpmatu 

(vrdl. Ljapunovi eksponent) 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

Kokkuvõte 

 

MUDEL     PROTSESS 

determineeritud    determineeritud 

lineaarne     ennustatav 

       lahend võib puududa 

 

 

     determineeritud    võib olla 

     mittelineaarne    kaootiline 

      mitteennustatav 

      mitmene lahend 

 

 

 

Täpsemalt:  kursus 

   “Mittelineaarne dünaamika ja kaos” 

 

 

Probleem:  kuidas muuta mudeli parameetreid nii,  

et lahend poleks kaootiline  

(controlling chaos) 

 


